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BEM, VOCE SE
ESPECIALIZOU EM
HUMANAS.

VOCE TEM MUITO A

RELEMBRAR, ENTAO

VAMOS COMEGAR
COM FUNGOES.

QUANDO UMA COISA MUDA,
ELA INFLUENCIA OUTRA
COISA. UMA FUNGAO £

UMA CORRELAGAO. X
VOCE PODE PENSAR NO

MUNDO EM 51 COMO
UMA GRANDE FUNGAO.

SIM, 1550 MESMO!
EU ESTUDO LITERATURA
DESDE QUE ERA UMA
CALOURA NO COLEGIO.

FU..FUNCOES?
MATEMATICA?
O QUE?

UMA FUNGAO DESCREVE
UMA RELAGAO,
CAUSALIDADE OU
MUDANGA.

<

COMO JORNALISTAS,
NOS50 TRABALHO £
ENCONTRAR A RAZAO DAS
COISAS ACONTECEREM -
AS CAUSALIDADES.




NESSE CASO,

S EXPRESSA A
RELAGAO OU
REGRA ENTRE
“UM PAT" €
“UMA PROLE”

E ES5A RELAGAO
£ VERDADE PARA
QUASE TODOS 0%
ANIMAIS. SE x €
UM PASSARO, y &
UM FILHOTE DE
PASSARO.

UMA PROLE

CORRETO!
AGORA OLHE
FPARA 1550.

POR EXEMPLO, A

RELAGAO ENTRE
RENDIMENTOS £
DESPESAS PODE
SER VISTA COMO
UMA FUNGAO.

COMO QUANDO AS
VENDAS DE UMA
COMPANHIA SOBEM,
05 FUNCIONARIOS
RECEBEM BONUS?

\
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A VELOCIDADE DO SOM E
A TEMPERATURA TAMBEM
PODEM SER EXPRESSAS
COMO UMA FUNGEO. QUANDO
A TEMPERATURA SOBE 1°C, A ()
VELOCIDADE DO $0M $OBE

0,6 METROS/5EGUNDO.

E A TEMPERATURA
NAS MONTANHAS CAL
CERCA DE 0,5°C
PARA CADA 100
METROS QUE VOCE

SOBE, NAO £7

10 PRSLOGO



ASSUMA QUE A CURVATURA
DA ESTRADA ESTEJA NA
CIRCUNFERENCIA DE UM

CIRCULO COM RAIO R.

______

QUANTO
MENOR FOR R
MAIS FECHADA
SERA A CURVA. AH!
CUIDADO!

(x—a)2+(y—b)2 = R?

VAMOS REPRODUZIR 1550 COM A
FORMULA DE UM CIRCULO COM RAIO R
CENTRALIZADO NO PONTO (a, b).

24 CAPITULO 1 VAMOS DERIVAR UMA FUNGAO!



CALCULANDO O ERRO RELATIVO

BT 0 =00 “trh :
S 7P SRR U i 1 e /:-:: . .\,é-:/: \'/ /., R _p,f.i‘
e 2 —— 1y Nl P i O ERRO RELATIVO DA
ey s A RAZAO DA DIFERENGA
ENQUANTO ( _ b ENTRE O5 VALORES DE
ESPERAMOS POR N “\ W W Sfx) E glx) RELATIVOS A
FUTOSHI, VOU LHE WA VARIAGAO DE x QUANDO
IMPORTANTE. Vi :
b . " V\f
ﬁ\m{m‘vfﬂ = ’(‘

Nossa Nossa
funcdo funcao
original aproximada

b

Diferenca entre f(x) e g(x)
Erro relativo =

SIMPLES, CERTO?
Variacao de x

NAO QUERO SABER
DE DIFERENGA
RELATIVA. TUDO
QUE QUERO £

OH, POR
ALMOGAR.

EXEMPLO,
OLHE PARA LA.

CALCULANDO O ERRO RELATIVO 27



SUPONHA QUE A
DISTANCIA QUE ELE
CAMINHE EM x MINUTOS
A PARTIR DO PONTO DE
REFERENCIA 0 SEJA

J1x) METROS. 11 & MINUTOS, ELE
ESTARIA NO PONTO A.

£ SUPONHA QUE, EM x
MINUTOS, ELE ESTARIA
NO PONTO P.

A 4

1550 SIGNIFICA QUE
ELE VIAJOU DE A ATE P
EM (x - a) MINUTOS.

CERTO.
MAS 1550
SIGNIFICA
ALGO?

SUPONHA QUE
ESSE TEMPO DE
VIAGEM
(x - a) SEJA
EXTREMAMENTE
PEQUENO.

1550 PODE
SER ALTERADO
FARA...

SR. 5EKI, O LADO
ESQUERDO DA
EQUAGAO € DISTANCIA
PERCORRIDA DIVIDIDA
PELO TEMFO DE
VIAGEM. ENTAO, 1550
£ A VELOCIDADE?

EXATO! ENTAO, f'(a)
REPRESENTA A
VELOCIDADE DE
FUTOSHI AO PASSAR
PELO PONTO A.

50 CAPITULO 2 VAMOS APRENDER TECNICAS DE DERIVAGAO!



ENCONTRANDO 05 PONTOS DE MAXIMO £ DE MINIMO

Vi
/|
Ponto de maximo
y
1 ALGO COMO ]
UM TRILHO DE Ponto de minimo *

’ MONTANHA-RUSSA

Mdximo e minimo sao os pontos em que uma funcao muda de crescente para
decrescente ou vice-e-versa. Portanto, eles sdo importantes para examinar as
propriedades de uma funcao.

Como os pontos de maximo e de minimo costumam ser o maximo ou
minimo absoluto, respectivamente, eles sdo pontos importantes para se obter
uma solucao otimizada.

*PARQUE DE
IVERSOES DE
SANDA-CHO

TEOREMA 2-1: CONDIGCOES PARA VALORES EXTREMOS

Se y = f(x) tem um ponto de médximo ou de minimo em x = a,
entao f’(a) = 0.

Isso significa que podemos encontrar os pontos de maximo e de minimo
encontrando valores para a que satisfacam f'(a) = 0. Esse valores também sao
chamados de pontos extremos.

O QUE TA
ACONTECENDO?
ODEIO MONTANHA-
RUSSA...

clLIcKk-
ClACK

64 CAPITULO 2 VAMOS APRENDER TECNICAS DE DERIVAGAO!



USANDO FORMULAS DE INTEGRAGAO

FORMULA 3-1: FORMULAS DE INTEGRAGAO
O ["f(x)dx+| f(x)dx=["f(x)ax

Os intervalos das integrais definidas de uma mesma funcéao
podem ser juntados.

) _[:{f(x)+g(x)}dx:j:f(x)dx+f:g(x)dx

A integral definida de uma soma pode ser dividida na soma das
integrais definidas.

© [af(x)ax=af f(x)ax

Uma constante de multiplicacdo dentro de uma integral definida
pode ser movida para fora da integral.

As expressodes de ©® a ® podem ser entendidas intuitivamente se dese-
nharmos suas figuras.

o
+ —
a b c a b c a b c
(2]
Areade g Jix) + g(x)
) | =
Area de f 7
a b a b a b
© af(x)
D A area é \
S®) " muitiplicada
por a.

USANDO O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO 95



¥50

JORNAL OFICIAL DO CALCULO

Vol. 1

Provado que a Integral da
Velocidade ¢ a Distancia!

Integral da velocidade = diferenca na
posicdo = distancia percorrida

Se entendermos essa férmula, dizem
que conseguiremos calcular a distancia
percorrida por objetos cuja velocidade
muda constantemente. Mas isso é verdade?
Nossa promissora jornalista novata Noriko
Hikima vai a fundo na verdade sobre esse
assunto em seu relato contundente.

\/
®

Figura 1: Este grafico representa
a distdncia percorrida por Futoshi
ao longo do tempo. Ele se move
pelos pontos y,, y,, Ys... conforme
o tempo passa em x;, X,, X;...

Sanda-Cho - Alguns leitores se lembra-
rdo do nosso exemplo anterior descre-
vendo Futoshi caminhando em uma esteira
rolante. Outros terdo bloqueado delibera-
damente tal imagem suada de suas mentes.
Mas é quase certeza que vocé se recorda
que a derivada da distdncia é a velocidade.

® y=F(x)
® ['v(x)dx=F(b)-F(a)

A equacdo @ expressa a posicdo do
enorme e suado Futoshi. Em outras pala-
vras, apds x segundos ele se arrastou por
uma distédncia total y.

Integral da Velocidade = Diferenca na Posicdo

A derivada de F’(x) da expressido @ é a
“velocidade instantinea” em x segundos.
Se rescrevermos F’(x) como v(x), usando
v para velocidade, o Teorema Fundamen-
tal do Célculo pode ser usado para obter
a equacido @! Observe o grafico de v(x) na
Figura 2-A - a velocidade de Futoshi ao
longo do tempo. A parte sombreada do gra-
fico equivale a integral — equagéo .

Mas olhe também para a Figura 2-b,
que mostra a distidncia que Futoshi percor-
reu ao longo do tempo. Se observarmos as
Figuras 2-A e 2-B lado a lado, veremos que
a integral da velocidade € igual a diferenca
na posicdo (ou distancia)! Repare como

Velocidade

Distiancia

os dois graficos
batem um com o
outro - quando
a velocidade de

L}
f y - A Futoshi é posi-
(Area ] = (Diferenca tiva, sua distan-
y = F(x) cia aumenta, e
Yo b vice-versa.
y !
Uit i
: ; > X
X x

Figura 2




USANDO FUNGOHES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS

UFA! MANDET MINHA
RTO. <

\_/

=
e

05 PCS E
A INTERNET
REALMENTE
MODIFICARAM O
TRABALHO DO5S
REPORTERES.

PELOS COMPUTADORES £

EXPRESSA EM TERMOS DE

DO15 DIGITO%: 0 £ 1, OU
SEQUENCIAS DE B/T5.

AH, EU CONHECO
A LITTLE B/T* DE
COMPUTADORES.

ACHO QUE ELE -
NAO ENTENDEU

*NOTA TRAD.: NORIKO FAZ UM TROCADILHO COM O TERMO
“A LITTLE BIT”, QUE SIGNIFICA “UM POUQUINHO" EM INGLES

USANDO FUNGOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS 131



GENERALIZANDO FUNGOES EXPONENCIAIS £ LOGARITMICAS

4 N\
APESAR DAS FUNCOES EXPONENCIAL £ LOGARITMICA
SEREM CONVENIENTES, A DEFINICAO QUE FIZEMOS
DELAS ATE AGORA PERMITE APENAS NIUMEROS
NATURAIS PARA x EM f(x) = 2 E POTENCIAS DE 2
PARA y EM g(y) = log,y. NAO TEMOS UMA DEFINICAO
PARA A POTENCIA -8, A POTENCIA 7/3 OU A POTENCIA

2, 10g,5, OU log,m. (

VOU LHE CONTAR COMO
DEFINIMOS FUNCBES

LEXPONENCIAI% E LOGARTTMICAS
% ]

-

EM GERAL, USANDO EXEMPLOS.

HMM, O QUE
FAZEMOS, ENTAO?

FELIZ QUE TENHA PERGUNTADO EU ESTOU.
A FORGA DO CALCULO USAMOS PARA 1550. SIM.

PRIMEIRO, USANDO O NOSS0 EXEMPLO ANTERIOR, VAMOS MUDAR A TAXA DE
CRESCIMENTO ECONOMICO ANUAL PARA SUA TAXA DE CRESCIMENTO INSTANTANEA.

Taxa de

Valor apés 1 ano - Valor atual _
crescimento anual = S(x+1)-f(x)

Valor atual S(x)

COMEGAREMOS COM ESSA
EXPRESSAO.

USANDO FUNGOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS 135



[11 EXPANSAO DE TAYLOR DE UMA RAIZ QUADRADA
1
Considerando f(x)=+1+x =(1+x)2.

Entéo, partindo de f’(x)= é(1 + x)_%

S )—§x5x5(1+x) ,
(0)=L. fr0)=-L f7(0)=2
F(0)=5:5(0)==3.57(0)= .
Sf(x)=V1+x
e
=1l+—x+—Xx|—-— +—x—=x"+
! 4 3! 8

[31 EXPANSAO DE TAYLOR DA FUNGCAO
LOGARITMICA In (1 + x)

Considerando f(x)=In(x +1)

FY(x)=-6(1+x)",...

(
f(

(

£(0)=0,5(0)=1.7(0) = -1 5 (0) =21,
Y(0)=-31,...

Temos, entdo
1n(1+x) =
O+x—lx2 +i><2!x3 —13!x4+...

2" 3! 4
In(1+x)=
x_lx2+lx3_7x4+ +(_1)n+1lxn+
3 n

EXPANSAO DE TAYLOR DE VARIAS FUNGOES

[2] EXPANSAO DE TAYLOR DA FUNGAO
EXPONENCIAL e*

X

Se fizermos f(x)=e",
J(x)=e*, f"(x)=e", f"(x)=¢e",...
Entao, partindo de

e* :1+lx+ix2+lx3+ix4 +..

1! 2! 3! 4!
1 .

+—=x"+...
n!

Substituindo x = 1, obtemos

NO CAPITULO 4, APRENDEMOS QUE e VALE ?
CERCA DE 2,7. AQUIL, N65 OBTEMOS A @
EXPRESSAO QUE CALCULA SEU VALOR EXATO. /1

[4] EXPANSAO DE TAYLOR DE FUNGCOES
TRIGONOMETRICAS

Considerando f(x) = cos x.
f'(x)=-senox, f’(x)=-cosx, f¥ (x)
=senox, f@ (x)=cosx,...

Partindo de
f(0)=1.5'(0)=0.f7(0)=-1,
f90)=0,54(0)=1,...

Entao,

cosx:1+0x—i><1><x2 +i><0><x3 +i><1><x4 +..
2! 3! 4!

cosx:l—ix2 +ix4 tot (F1) X" 4
217 4 (2n)!

De forma semelhante,

senox=x-Lx®+ Ly +...+(—1)"’1
3! 5!

160 CAPITULO 5 VAMOS APRENDER SOBRE EXPANSGES DE TAYLOR!




QUANDO ANALISAMOS
COI5AS INCERTAS USANDO
A PROBABILIDADE,
NORMALMENTE USAMOS A
DISTRIBUICAO NORMAL.

ES5A DISTRIBUICAO
£ DESCRITA POR
UMA DENSIDADE DE
PROBABILIDADE QUE €
PROPORCIONAL A

1.

J(x)= e?

APS5 SER REDIMENSIONADA.
O GRAFICO DE f(x) £
SIMETRICA EM TORNO DO
EIXO ¥, COMO MOSTRA A
FIGURA, E ELE SE PARECE
COM UM SINO.

DESCULPE. ELE VAL
ESCREVER PRA
CARAMBA. VOCE PODE
NOS DAR MAIS ALGUNS
PORTA-COPOS?

MUITO FENOMENOS
POSSUEM ESSA FORMA
DE DISTRIBUICAO. POR
EXEMPLO, AS ALTURAS

DE HUMANOS £ ANIMAIS
TIPICAMENTE TEM ES5A
DISTRIBUIGAO.

ERROS DE
MEDICAO,
TAMBEM.

NOS CIRCULOS
FINANCEIROS,
ACREDITA-SE QUE AS
TAXAS DE GANHO COM
ACBES TENHAM UMA
DISTRIBUICAO
NORMAL.

ALGUMAS
CLASSIFICAGCOES DE
ESTUDANTES TEM SIDO
BASEADAS EM UMA
DISTRIBUICAO NORMAL
PORQUE 0% RESULTADOS
DAS PROVAS COSTUMAM SE
DISTRIBUIR DESSA MANEIRA.

166 CAPITULO 5 VAMOS APRENDER SOBRE EXPANSGES DE TAYLOR!



1550

—

| -3

..... g—,] 8 -~z xz,_,J h :—'3
1 o

y & UM ESTILO DE

PARA O ESCRITORIO
PRINCIPAL.
NAO € 15507

NO CA%O DO 5R. SEKI, x £}
UMA REDACAO EXCELENTE,

REPORTAGEM VIGOROS0 /-
E z € A TRANSFERENCIA /-

NO CASO DA NORIKO, x, g
A GAFE DO MES PAGE!ADO;
x, € A GAFE DESSE MES,
E x, E x, 5R0 A PESSIMA
APARENCIA E HIGIENE
QUE RESULTAM EM y,

SEU REBAIXAMENTO F'ARA /.
ESCREVER OBITUARIOS

BEM, AINDA
NAO SEI QUAIS
SRO AS RAZOES

CALA A BOCA,
SEU BOL
\ ESTOPIDO!

MUITO BEM, CHEGA.

NORIKO, NAO TEMOS

MUITO TEMPO
SOBRANDO.

VAMOS APRENDER
O BASICO
RAPIDAMENTE.

182 CAPITULO 6 VAMOS APRENDER SOBRE DERIVADAS PARCIAIS!



Com isso, descobrimos o seguinte.
Se z = f(x, y) possui uma funcao linear de aproximacao perto de (x, y) =
(a, b), ela é dada por

® z-=f (ab)(x-a)+f,(ab)(y-b)+f(ab)

ou’ z=gix(a,b)(x—a)+§_J;(a,b)(y-b)+f(a,b)

Considere um ponto (a, §) em um circulo de
raio 1 centralizado na origem do plano x — y (o
chao). Temos o + ﬁ2 =1 (ou a =cos 0 e ff=seno 0).
Agora calculamos a derivada na direcao de (0, O)

a (a, f). Um deslocamento de distancia t nessa
direcao é expressa por (a, b) - (a + at, b + §it). Se
fizermos ¢ = at e 6 = ft em @, obtemos

S(a+at,b+ pt)- f(a,b)-(pat +qpt)

Erro relativo = \/m
t,b+ pt)- b
_Sfla+atb+pt)- f(a )—pa—qﬁ
t\/oz2+ﬁ2
f(a+at,b+pt)- f(a,b)

= ; -pa-qp

® Como .a’+p%=1

Assumindo p =f (a, b) e q = fy(a, b), n6s modificamos ® como segue:

o Jflatatb+pt)-f(ab+pt) f(ab+pt)-f(ab)

: : ~S.(@b)eJ, (ab)p

Como a derivada de f(x, b + t), uma funcdo de x apenas, em x = a fica

f.(a,b+pt)

obtemos, a partir da funcdo linear de aproximacdo com uma variavel,

Sf(a+at,b+pt)- f(a,b+pt)= f (a,b+ pt)at

* Nés calculamos a funcéo linear de aproximacio de forma tal que seu erro relativo se apro-
xima de 0 quando AP — 0 na direcédo de x ou y. No entanto, nao fica aparente se o erro relativo
— 0 quando AP — 0 em qualquer dire¢do para a funcéo linear que é construida a partir das
derivadas f,(a, b) efy(a, b). Agora nés vamos olhar isso com mais detalhes, apesar da discussido
aqui nao ser tao rigida.

194 CAPITULO 6 VAMOS APRENDER SOBRE DERIVADAS PARCIAIS!



A

SOLUGOES DOS EXERCICIOS

PRSLOGO

1. Substituindo

y=g(x—32) emz=7y—30,z=%(x—32)—30

CAPITULO 1
. A f(5)=g(5) =50
B. f1(5)=8
2. im S (@*e)=S(@) _ (ave) —a’ . 8a%+8as” + o0
£—0 & £—0 & £—0 &

= 1im(3a2 +3as + 52) =3a?
£—0

Entdo, a derivada de f(x) é_ f'(x) = 3x°.

CAPITULO 2

1. A solucdo é




B

PRINCIPATS FORMULAS, TEOREMAS E
FUNGOES APRESENTADOS NESTE LIVRO

EQUACOES LINEARES (FUNGOES LINEARES)

A equacao de uma reta que tenha inclinacdo m e que passe por um ponto (a, b):

y=m(x-a)+b

DERIVAGAO

COEFICIENTES DIFERENCIAIS

Sfla+h)- f(a)
h

J'(a)=1lim

h—0
DERIVADAS

S'(x)=1lim

h—0

Sf(x+h)-f(x)
h

Outras notacoes de derivadas

CONSTANTE DE MULTIPLICACAO

{af ()} =af(x)

DERIVADAS DE FUNGOES DE GRAU N

7
{x"} =nx""




